Grado en Matematicas — Ejercicios de Andlisis Funcional
Relaciéon 3 - Operadores lineales (para casa)

. Sean X e Y espacios normados y T : X — Y una aplicacién lineal. Prueba que
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) T es sobreyectiva y hay niumeros a >0, 8 > 0 tales que a||x|| < || Tx|| < B x|
para todo x € X.

b) T es inyectiva y aBy C T(Bx) C BBy.

c) T es un isomorfismo topolégico de X sobre Y y ||T|| < B, [T || < 1/a.

. Sea X un espacio normado. Se dice que un funcional f € X* alcanza su norma
si existe x € Bx tal que ||f|| = |f(x)].

a) Prueba que si f € X* alcanza su norma entonces existe algtin y € Sx tal que

fy) = IIA1-

b) Sea f : co — K definido por f(x) = ) xéz) . Prueba que f €cj; y no alcanza

n=1
SUu norma.

c) Prueba que todo funcional lineal continuo sobre £, con 1 < p < oo alcanza
su norma.

. Dada una sucesion acotada a € (o, se define T, : {1 — ¢ por
(Tox)(n) =a(n)x(n) (x€fy, n€N)
Prueba que:

a) T,€L(41) y || Tal| = ||a]|co- Deduce que L(¢7) contiene una copia isométrica
de lo.

b) Prueba que si T es inyectivo entonces su imagen es densa en /5.

c) Prueba que T, es un isomorfismo si, y sélo si, inf{|a(n)| : n€IN} > 0.

. Fijado y € ¢4, para cada x € ¢y se define una sucesiéon Tx por

() = L x(ky(t) (reN)

Prueba que T es un operador lineal continuo de ¢y en si mismo y calcula su
norma.



